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Однозв’язнiсть одного простору
комплекснозначних функцiй
Визначено простори CΩn, побудовано їх клiтиннi розбиття, аналогiчнi клiтинним
розбиттям Ωn. Доведено однозв’язнiсть CΩn за умови, що n ≥ 2.
Ключовi слова: однозв’язнiсть, клiтинний простiр, сплайн.
Определены пространства CΩn, построены их клеточные разбиения, аналогичные
клеточным разбиенниям Ωn. Установлена односвязность CΩn при n ≥ 2.
Ключевые слова: односвязность, клеточное пространство, сплайн.
The spaces CΩn have been defined. It has been established that the spaces CΩn, n ≥ 2
are simply connected.
Key words: simply connected space, CW complex, spline.
Нехай ω(t) – непервна, монотонно зростаюча на вiдрiзку [0, 1] функцiя, така що
ω(0) = 0. Розглянемо розбиття промiжку [0, 1] 0 = η0 < η1 < . . . < ηq < ηq+1 = 1 i
набiр знакiв sk = ±1, k = 0, . . . , q. Задану на вiдрiзку [0, 1] функцiю
F (η, s, t) = sk ·min{ω(t− ηk), ω(ηk+1 − t)}, t ∈ (ηk, ηk+1], (1)
називають ω-сплайном з q+2 вузлами {ηk}q+1k=0. Символом Ωn позначимо простiр
ω -сплайнiв указаного вище вигляду, для яких q ≤ n, а топологiя визначена
метрикою, iндукованою з L1[0, 1].
Клiтинним простором (див. [6]) називають хаусдорфiв топологiчний простiр E,





eqk попарно неперетинних множин e
q
k (q-
вимiрних клiтин) таким чином, що для кожної клiтини eqk iснує характеристичне
вiдображення q-вимiрної кулi Dq у Е, звуження якого на внутрiшнiсть IntDq є
гомеоморфiзмом мiж IntDq та eqk. При цьому мають бути виконанi такi аксiоми:
(C) межа кожної клiтини e˙qk = e¯
q
k\eqk мiститься в об’єднаннi скiнченної кiлькостi
клiтин вимiрностi, меншої за q;




Для клiтинного простору E його m-м кiстяком skem(E) називають об’єднання
всiх клiтин, вимiрнiсть яких не перевищує m.
Опишемо побудовану в [4; 5] клiтинну структуру простору сплайнiв Ωn. Нехай
s = (s0, s1, . . . , sq), sk = ±1 i eq(s) – множина всiх сплайнiв (1), якi мають рiвно
q+2 вузли 0 = η0 < η1 < . . . < ηq < ηq+1 = 1, а signf(t) = sk, t ∈ (ηk, ηk+1), k =
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й елементи x ∈ Rq будемо записувати у виглядi x = (x0, x1, . . . , xq). Кулю Dq, q ≥ 0
реалiзуємо у виглядi симплекса
Bq = {x = (x0, x1, . . . , xq) ∈ Rq : xk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , q}.
Тодi для будь-якого набору знакiв s = (s0, s1, . . . , sq), sk = ±1 визначимо для
клiтини eq(s) характеристичне вiдображення piqs : Bq −→ Ωn, узявши для кожного




xj, k = 1, . . . , q + 1, η0(x) = 0, η(x) = (η0(x), η1(x), . . . , ηq+1(x)), (2)
piqs(x) = F (η(x), s, ∗),
де вiдображення F визначене рiвнiстю (1).
У [4] визначено групи n-вимiрних гомологiй простору Ωn, у [5] повнiстю
розв’язано задачу обчислення груп когомологiй цього простору. Подальшi
дослiдження топологiї простору Ωn здiйснено в [1; 2].
Зазначимо, що для заданої системи вузлiв 0 = η0 < η1 < . . . < ηq < ηq+1 = 1
будь-який сплайн вигляду (1) можна задати рiвнiстю
F (η, s, t) = sk·min{ω(t−ηk), ω(ηk+1−t)}, t ∈ (ηk, ηk+1], sk ∈ R, |sk| = 1, k = 0, 1, . . . , q.
Це спостереження дозволяє побудувати аналог простору Ωn для комплекснознач-
них функцiй. Для заданої системи вузлiв 0 = η0 < η1 < . . . < ηq < ηq+1 = 1 i
набору комплексних чисел s = (s0, s1, . . . , sq), sk ∈ C, |sk| = 1 визначимо функцiю
F (η, s, t) = sk ·min{ω(t− ηk), ω(ηk+1 − t)}, t ∈ (ηk, ηk+1]. (3)
Символом CΩn позначимо простiр функцiй вигляду (3), для яких q ≤ n, а
топологiя визначена метрикою, iндукованою з L1[0, 1].
Побудуємо клiтинне розбиття простору CΩn, аналогiчне до описаного вище
клiтинного розбиття простору Ωn. Для цього розглянемо двосимвольний алфавiт
A = {1, e}. Зафiксуємо цiле число q ≥ 0 i для кожного слова u = u0u1 . . . uq
iз символiв uk ∈ A розглянемо множину cq(u) заданих рiвнiстю (3) сплайнiв, якi




1, якщо uk = 1,
eiφk , де 0 < φk < 2pi, якщо uk = e.
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Нехай h = h(u) – кiлькiсть рiвних e символiв слова u = u0u1 . . . uq, 0 ≤ h(u) ≤ q+1.
Розглянемо реалiзацiю q + h-вимiрної кулi у виглядi декартового добутку
Bq × [0, 2pi]h = {(x0, x1, . . . , xq; θ1, θ2, . . . , θh) : xk ≥ 0,
q∑
k=0
xk = 1, 0 ≤ θj ≤ 2pi}.
Нехай uk1 , uk2 , . . . , ukh – усi рiвнi e лiтери слова u, розташованi в порядку
зростання номерiв. Для (x, θ) = (x0, x1, . . . , xq; θ1, . . . , θh) ∈ Bq × [0, 2pi]h задамо
характеристичне вiдображення ψqu : Bq × [0, 2pi]h −→ CΩn клiтини cq(u) так:
ψqu(x, θ) = F (η(x), s(u, θ), ∗),
де F – функцiя, визначена рiвнiстю (3) для системи вузлiв (2) та чисел
sk(u, θ) =
{
1, якщо k вiдмiнне вiд k1, . . . , kh,
eiθj , якщо k = kj.
Очевидно, множини cq(u), q ≤ n, та вiдповiднi їм характеристичнi вiдобра-
ження ψqu утворюють клiтинну структуру на CΩn, причому кожна множина cq(u)
є клiтиною вимiрностi q + h(u). Простiр CΩn складається з однiєї нульвимiрної
клiтини c0(1); двох одновимiрних клiтин c0(e), c1(11); трьох двовимiрних c1(e1),
c1(1e), c2(111); п’яти тривимiрних c1(ee), c2(e11), c2(1e1), c2(11e), c3(1111) i т.д.
Найвищу вимiрнiсть 2n + 1 має одна-єдина клiтина cn(ee . . . e). Вимiрнiстю dimE
клiтинного простору E називають найбiльшу з вимiрностей його клiтин, отже,
dimCΩn = 2n+ 1.








k – орiєнтованi q-вимiрнi клiтини (орiєнтацiї задано
характеристичними вiдображеннями), аmk – цiлi числа, причомуmk 6= 0 лише для
скiнченної кiлькостi значень iндексу k. Множина q-вимiрних ланцюгiв простору E
iз визначеною природним способом операцiєю додавання утворює абелеву групу,
яку називають групою q-вимiрних ланцюгiв i позначають Cq(E).
Iз послiдовнiстю груп Cq(E), q ≥ 0, асоцiюють послiдовнiсть гомоморфiзмiв









цiлi числа [eqk : e
q−1
r ] називають коефiцiєнтами iнцидентностi, а утворену з них
матрицю 4q(E) – матрицею iнцидентностi. Коефiцiєнт iнцидентностi [eqk : eq−1r ]
можна грубо вважати кiлькiстю входжень клiтини eq−1r до межi клiтини e
q
k,
причому кожне входження пiдраховують зi знаком +1, якщо власна (задана
характеристичним вiдображенням piq−1r ) орiєнтацiя клiтини eq−1r збiгається з
орiєнтацiєю межi eqk, i зi знаком −1, якщо протилежна їй.
72
ОДНОЗВ’ЯЗНIСТЬ ОДНОГО ПРОСТОРУ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНИХ ФУНКЦIЙ
Нехай u = u0 . . . uq – слово iз q+1 символiв алфавiтуA. Позначимо u0 . . . uˆk . . . uq
слово, одержане зi слова u0 . . . uq вилученням одного iз символiв uk, 0 ≤ k ≤ q.




(−1)kcq−1(u0 . . . uˆk . . . uq).
За допомогою цiєї формули обчислимо матрицю iнцидентностi простору CΩn,
n ≥ 2, у вимiрностi 2.
42(CΩn) =
c1(1e) c1(e1) c2(111)
c1(11) 0 0 1
c0(e) +1 −1 0
(4)
Однозв’язним називають лiнiйно-зв’язний топологiчний простiр, що має
тривiальну фундаментальну групу. У [1] було доведено однозв’язнiсть простору
Ωn. Основним результатом цiєї статтi є теорема.
Теорема 1. Простори CΩn, n ≥ 2, – однозв’язнi.
Доведення. Нехай x0 – точка, з якої складається єдина нульвимiрна клiтина
c0(1) простору CΩn. Розглянемо вiдображення вкладення in : ske1(CΩn) −→ CΩn.
Згiдно з [3, с. 425] iндукований вiдображенням in гомоморфiзм фундаментальних
груп in∗ : pi(ske1(CΩn), x0) −→ pi(CΩn, x0) є епiморфiзмом, ядро якого
породжується якимось чином перенесеними в точку x0 гомотопiчними класами
вiдображень приклеювання, що вiдповiдають двовимiрним клiтинам. Кiстяк
ske1(CΩn) складається з двох одновимiрних клiтин (iнтервалiв) c0(e), c1(11) та
однiєї нульвимiрної c0(1), тобто гомеоморфний букету двох кiл. У такому разi
pi(ske1(CΩn), x0) – вiльна група з двома твiрними a, b, перша вiдповiдає шляху
вздовж клiтини c1(11), друга – вздовж c0(e). Розглянемо двовимiрну клiтину
c2(111). Її межа складається з трьох екземплярiв одновимiрної клiтини c1(11),
причому з матрицi iнцидентностi (4) випливає, що рухаючись уздовж межi
c2(111), ми проходимо клiтину c1(11) двiчi в додатному та один раз у вiд’ємному
напрямках. Звiдси випливає, що гомотопiчний клас вiдображення приклеювання,
який вiдповiдає клiтинi c2(111), дорiвнює aa−1a = a, отже, a ∈ Ker in∗. Розглянемо
двовимiрну клiтину c1(1e). Її межа складається з клiтини c0(e) та двох екземплярiв
клiтини c1(11), причому, як випливає з (4), c0(e) проходимо в додатному, а c1(11)
– один раз у додатному, другий раз у вiд’ємному напрямках. Звiдси випливає,
що гомотопiчний клас вiдображення приклеювання, вiдповiдний клiтинi c1(1e),
дорiвнює aba−1, отже, aba−1 ∈ Ker in∗. А оскiльки a ∈ Ker in∗, то b ∈ Ker in∗. Таким
чином, pi(ske1(CΩn), x0) = Ker in∗ i група pi(CΩn, x0) – тривiальна. Доведення
теореми завершено.
Зазначимо, що простори CΩ0, CΩ1 не є однозв’язнi. Простiр CΩ0 (складається
з однiєї нульвимiрної c0(1) та однiєї одновимiрної клiтини c0(e)) гомеоморфний
колу, тож pi(CΩ0, x0) = Z. У просторi CΩ1 на вiдмiну вiд CΩn, n ≥ 2 бракує
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двовимiрної клiтини c2(111), через яку a ∈ Ker in∗. Отже, pi(ske1(CΩ1), x0) – вiльна
група з двома твiрними a, b, а ядро Ker in∗ породжується елементом aba−1. Але з
належностi aba−1 ∈ Ker in∗ випливає
in∗(b) = in∗(a−1aba−1a) = in∗(a−1)in∗(aba−1)in∗(a) = in∗(a−1)in∗(a) = 1,
тобто b ∈ Ker in∗. Це означає, що pi(CΩ1, x0) – вiльна група з однiєю твiрною a,
iншими словами, pi(CΩ1, x0) = Z.
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